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RESUMO: Os algoritmos de resolucdo de equacgdes diofantinas exigem softwares adequados que devem ter ao mesmo
tempo flexibilidade no uso de fungdes e capacidade de processamento. Os CAS (Computer Algebra System) constituem
uma importante ferramenta no auxilio a simulagdo e teste de diversos problemas de teoria dos niimeros. Softwares e
bibliotecas como PARI/GP e GiNaC que sdo otimizados e que contém ao mesmo tempo as fungdes adequadas para este
trabalho sdo fundamentais. Este trabalho pretende servir como instrumento de apoio para comparagdo de softwares
que auxiliam em pesquisas que exigem grande poder de processamento. Analisou-se o PARI/GP e a biblioteca GiNaC
onde se pretende fazer um comparativo das suas principais vantagens e desvantagens.

Palavras-chave: CAS. PARI/GP. GiNaC. Poder de Processamento.

ABSTRCT: Diophantine equations resolution algorithms require appropriate software that must simultaneously have
flexibility in the use of functions and processing capability. The Computer Algebra System (CAS) constitute an
important tool in the simulation and test of various number theory problems. Softwares and libraries like PARI/GP and
GiNaC that are optimized and that contains at the same time the appropriate functions stop this work are fundamental.
This work aims to serve as a support tool for comparison of software that assists in searches that require great
processing power. We will analyze PARI/GP and the GiNaC library where we intend to make a comparative of its main

advantages and disadvantages.

Keywords: CAS. PARI/GP. GiNaC. Processing power.

1. INTRODUCAO

O estudo pela otimizacdo de algoritmos desperta grande
interesse na area computacional e matematica, em teoria
dos nimeros o estudo das técnicas de solucao de uma
equacao diofantina é considerado um problema muito
relevante. Existem vdarios métodos de resolucdo de
equagOes diofantinas, no presente trabalho usou-se o
método em que tomamos a equagdo mddulo um primo
determinado convenientemente, devido ao fato de que
neste  podemos modelar e aplicar métodos
computacionais.

O objetivo do trabalho é comparar os softwares
GiNaC e PARI como ferramenta de teste e modelagem de
equagdes diofantinas.

O trabalho inicia com um estudo dos principais
teoremas e propriedades de teoria dos niimeros e, em
seguida  estudaremos as  equagdes  diofantinas
exponenciais apresentando o algoritmo de Styer onde se
fard entdo uma exposicdo sucinta sobre as estratégias de
resolucdes de equagdes que foram utilizadas nos testes.
Ha& muitas maneiras de resolver tais equagOes: analisar
modulo algum primo conveniente e utilizar o método de
Baker. Em seguida, apresentou-se o conceito geral de

CAS e, na sequéncia foi dado as principais caracteristicas
do GiNaC e PARI/GP e os codigos construidos para
execucdo dos testes. Apés isso, a secdo principal
apresenta os resultados onde realizou-se de forma
limitada um conjunto padrdo de avaliacbes a partir do
qual obteve-se os resultados relativos as solugdes e os
tempos necessarios para obtencdo das mesmas utilizando
os codigos criados para modela-las. Ao final, a conclusédo
apresenta consideracdes finais sobre os resultados
encontrados na implementacdo dos cédigos.

2. A ESTRATEGIA DE RESOLUCAO DE
EQUACOES DIOFANTINAS

Para realizacdo dos testes utilizou-se formas modeladas
pela primeira parte do algoritmo de Styer, pois dada certa
entrada, ela produzird sempre a mesma saida, passando
pela mesma sequéncia de etapas logo o problema
considerado constitui um problema deterministico como
foi comprovado por STYER (1993, p. 813).

Antes de enunciarmos o resultado principal,
definiremos alguns resultados da teoria dos nimeros que
serdo apenas enunciados para que o trabalho ndo fuja aos
objetivos principais, enquanto que alguns deles podem ser
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utilizados sem mencao explicita. Tais resultados podem
ser obtidos em MOREIRA (2013, p. 193) e SANTOS
(2010, p. 117).

2.1 Teoremas e Defini¢des

Euler ¢ por
ondeR NEZ

n>0 e X denota o nimero de elementos de X .

Definimos a  funcio de
(p(m}:Han; 0<a<m,mdcla,m|= 1“

Assim, temos que (0[1]:1 s (P(Z]:]- , €, para n>2 R
1<@(m|<m  Na Tabela 1 temos alguns valores para
¢ln).

Tabela 1 — Valores para oln|

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pn)] 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Decorre da definicdo anterior que se P é primo
entio ?'PI=P—1  Para poténcias de primo temos que
dentre 1,2,,.,,pk ndo sdo coprimos com pk aquele que
k_
tém P como fator primo, a saber P»2P,3D,....p" P |

-1
sdo 0s coprimos, isto é

ol pk| =pk- pk_l:pk(l—%)

k k
portanto P —P

A proposicado a seguir garante que dado um inteiro
n  basta conhecer seus valores em poténcias de primos,

isso devido ao fato que a fungdo ¢ ¢ multiplicativa.

Proposicio 1. Se ™™ SN o coprimos entdo
olnm|=p(nje(m|
Seja " €N um ndmero fixo. Dois nimeros ¢'? €N

chamam-se congruentes médulo " , se @ —b muiltiplo
de n . Em simbolos: a=b(modn| . Assim

a=b|modn|<n|a—b

a,b,c,d,e,n€Z

Propeosicao 2. Para quaisquer temos:
1. a=a|modn|
2. Se a=b|modn| , entdo b=a|modn| .
3. Se a=blmodn)] e b=clmodn| entdo

a=c|modn| .

4. Se a=blmodn] e c=d(modn| entdo
a+c=b+d|(modn) .

5. Se a=b(modn| | entao —a=—blmodn|

6. Se a=b(modn] e c=dlmodn) entio
a.c=b.d|modn| .

7. Se mdclc,n|=1, entdo

ac=bc|modn|< a=b(modn|

MOREIRA (2013, p. 34) afirma que “as
propriedades acima mostram que a relagdo =(modn)
(“ser congruente moédulo n”) tem um comportamento
muito similar a relacdo de igualdade usual”. As equagoes
que utilizou-se aqui tem sua base em problemas de
divisibilidade e estas propriedades listadas na Proposicao
2 é o que tornam as congruéncias uma ferramenta tdo
adequada para este tipo de problema.

m,a€eN m>1

Teorema 1. (Euler). Sejam com e

mdc(a,m|=1  Ento, a®'m

'=1(modm| )
Proposicio 3. Dado 9€N | existe €N  tal que
ahzl(modm:] se, e somente se, mdc|a,m|=1 .

Definicio 1. Seja 9MEN | com m >1 e
mdc|a,m|=1 . Chamaremos de Ordem de @ com

respeito a m 0 nimero natural

7t(a,m|=min (i€ N;a'=1(modm|}

A proposicdo seguinte é o resultado bésico
mais importante sobre ordem.

Proposicdo 4. Temos que anzl(modm] se, e somente
se, nlam|in
Corolario 1. ameN — com mdclam|=1

Temos que |@ml|l@im]

Sejam

Para MOREIRA (2013, p. 66) a proposicdo 3 e o
coroldrio 1 nem sempre da a melhor estimativa para
nla,m|  pe fato, para M~ 8 temos que ¢lm|=4 mas
mla,m)| divide 2 para todo ¢ impar; para m=9 temos
que ¢m|=6 mas mlam| divide 3 para todo ¢ inteiro
da forma 3k+1 | Por outro lado, para ™ primo

sempre existe um inteiro ¢ com nlam|=¢(m|  peste
caso diremos que @ raiz primitiva médulo P .

Teorema 2. Sejam GMEN | com mdcla,m|=1 _ Temos

que aJEak{modm] se, e somente se, mlam|j—k
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Claro que nlam|lj—k ¢ equivalente, por defini¢do de
congruéncia, a j=k{modrlam|| o, j=k(modp(m|
2.2 O algoritmo de Styer

A primeira parte do algoritmo contém os seguintes
passos:
Fixar os primos b e d . Comegamos com um pré-
processamento que envolve apenas P e d . Entdo
se escolhe os valores para os parametros @ , € e

€ . Considerando equagio ab* =cd” +e Suponha

que estamos interessados apenas em equagdes com

Xx=>h

solucoes Tomando a  equagao

ab”=cd” +e modulo b" . Seja B a ordem de
médulo b" | entio dﬂfl(mOd th . (N6s

encontramos B no nosso pré—processarnento.)

ESTYER, 1993,E. 8132).
onforme STYER (1993, p. 812), nessa primeira

etapa os primos sdo escolhidos entre os primos 2, 3, 5, 7,
11, 13. A seguir calculam-se as ordens em relacdo aos

madulos considerados, digamos bh e fatoramos dﬁ_l S
para encontrarmos o0s primos que sdo utilizados no
segundo passo do algoritmo mas, ndo esta no escopo deste
texto analisarmos a segunda etapa do algoritmo.

A seguir utilizou-se os dados do pré-processamento
onde temos que:

Encontrar um valor de v , digamos VY, , tal que

Y — h
cd a+e=0(m0db ) . Muitas vezes ndo existe tal
Y , o que contradiz a suposicdo de que a equagdo

x=h
. Se houver uma

entdo YV deve satisfazer

tem uma solucdo com
solucio com x2h |

Y=Y, modf| . Considere qualquer fator primo P

que divide dP—1 com mdc|ab,p|]=1 . (Em nosso
passo de pré-processamento, encontramos este
conjunto de primos P .) Entdo dﬁzl[modp]

(STYER, 1993, p. 813).
O que reduziu nossa equacdo inicial a
ab*=cd”’ +e|modp ) _

Para STYER (1993, p.814), a prética, nos leva a
crer que necessitamos de muito pouco calculo para
podemos verificar grandes faixas de valores para a@ , ¢
e e . De fato, o algoritmo proposto é aplicado para
valores de 2550 | ¢<50 o [e[<1000
3. OS CAS A SEREM
TESTES

IMPLEMENTADAS NOS

Um sistema algébrico computacional é um tipo de
software que é usado no manuseamento de férmulas
matematicas. O foco principal de um sistema algébrico
computacional é automatizar tarefas de manipulacdao
algébrica tediosas e as vezes dificeis. A diferenca
primaria entre um sistema algébrico computacional e uma
calculadora tradicional é a eficacia em lidar com equagGes
simbolicamente em vez de numericamente. As utilizacdes
e capacidades especificas desses softwares variam muito
de um sistema para outro, mas a finalidade permanece a
mesma: manipulagdo de equagdes simbdlicas. Os sistemas
algébricos computacionais geralmente incluem pacotes
instalaveis para representar equagdes graficas e fornecer
uma linguagem de programacdo para o usuario definir
seus préprios procedimentos.

3.1 Sobre o GiNaC

GiNaC é uma biblioteca do C++. Elaborado para permitir
a criacdo de sistemas integrados que incorporam
manipulagbes simbdlicas junto com areas mais
estabelecidas da ciéncia da computacdo (como
computacdo-aplicacdes numéricas intensas, interfaces
gréaficas, etc.) sob um mesmo teto. E distribuido nos
termos e condicdes da licenga publica geral GNU (GPL).
GiNaC é uma sigla iterada e recursiva para GiNaC is Not
a CAS, onde CAS significa Computer Algebra System.

O GiNaC portanto, permitir a resolucdo de
problemas em que os célculos envolvidos exigem uma
abordagem combinada simbdlica e numérica.

O site oficial (https://www.ginac.de), lista abaixo
como as principais vantagens da linguagem:

1. Linguagem familiar: Com o GiNaC vocé pode
escrever seu programa em C ++ comum, que é
padronizado.

2. Tipos de dados estruturados: vocé pode criar
tipos de dados estruturados usando estruturas ou
classes junto com o STL.

3. Fortemente tipado: no CAS, vocé normalmente
tem apenas um tipo de varidveis que podem
conter conteido de um tipo arbitrario.

4. Ferramentas de desenvolvimento: ferramentas de
desenvolvimento poderosas existem para C ++,
como editores sofisticados, depuradores,
ferramentas de visualizacdo, documentagéo.

5. Modularizacdo: os programas C ++ podem ser
facilmente divididos em mdédulos, separando a
interface e a implementacao.

6. Preco: GiNaC é distribuido sob a Licenca
Publica GNU, o que significa que é gratuito e
estd disponivel com codigo fonte. E ha
excelentes C ++ - compiladores de graca
também.
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7. Extensivel: vocé pode adicionar suas préprias
classes ao GiNaC, estendendo-o em um nivel
muito baixo.

8. Integracdo perfeita: é algo entre dificil e
impossivel de chamar as fun¢ées do CAS dentro
de um programa escrito em C ++ ou qualquer
outra linguagem de programacdo e vice-versa.
Com o GiNaC, suas rotinas simbdlicas fazem
parte do seu programa.

9. Eficiéncia: muitas vezes grandes partes de um
programa ndo precisam de calculos simbdlicos.
Para aplicagdes simbdlicas puras, o GiNaC é
comparavel em velocidade com outro CAS.

A justificativa por tras do GiNaC vem da anélise de
que a maioria dos sistemas algébricos computacionais
(CAS) atuais sdo exaustivos linguisticamente e
semanticamente. Ainda que sejam ferramentas
extremamente robustas para aprender matemadtica e
resolver impasses especificos, estes sdo desprovidos de
estruturas linguisticas modernas que permitam a criacdo
de projetos em grande escala. O GiNaC é uma tentativa
de contornar esta situacdo, expandindo uma linguagem
computacional bem estabelecida e padronizada (C++) por

algumas capacidades simbolicas primordiais,
possibilitando ~ sistemas integrados que englobam
manipulacbes simbodlicas junto com 4reas mais

estabelecidas da ciéncia da computagdo (como aplicagdes
computacionais numeéricas intensas, interfaces gréficas,
etc.) sob um mesmo teto.

3.2. Sobre o PARI/GP

O PARI/GP ou PARI é um sistema algébrico
computacional amplamente utilizado, projetado para
calculos rapidos em teoria dos nimeros (fatoragdes, teoria
dos nuimeros algébricos, curvas elipticas ...), mas também
contém um grande numero de outras funcdes tteis para
calcular com entidades matematicas, como matrizes,
polindmios, séries de poder, nimeros algébricos, etc., e
muitas funcOes transcendentais. O PARI também esta
disponivel como uma biblioteca C para permitir calculos
mais rapidos.

O site oficial (https:/pari.math.u-bordeaux.fr) lista
como principais vantagens:

*  Sua velocidade (que pode ser entre 5 e 100 vezes
melhor em muitos calculos);

®* A possibilidade de usar diretamente tipos de
dados que sdo familiar aos matematicos;

e Um extenso mddulo de teoria dos nimeros
algébricos que ndo tem equivalente nos sistemas
acima mencionados.

E possivel usar o PARI de duas maneiras diferentes:

1. como uma biblioteca, que pode ser chamada de
um aplicativo de linguagem de nivel superior
(por exemplo escrito em C, C ++, Pascal ou
Fortran);

2. como uma sofisticada calculadora programavel,
denominada GP, que contém a maioria das
instrucdes de controle de uma linguagem padrao
como C.

A Tabela 1 apresenta os comandos construidos para
as etapas adotadas no calculo da aplicacdo.
No algoritmo descrito na primeira linha da Tabela 1

o comando Znorder(Mod|bx|| getermina ordem de
em relacdo a X , ou seja, 0 menor expoente inteiro k de
b tal que X divide b*—1 . A linha dois da Tabela 1

apresenta um c6digo onde foi um criado um lago que
percorre para cada valor de ™M no intervalo de O até

n|bx|—1
0

, os valores de ™ percorrem o intervalo de

até  7Tdx=1 A velocidade do processo de

determinar essas solucdes pelo algoritmo dependera de
encontrar um primo p pequeno e especialmente encontrar
um pequeno m(b, p) com grandes fatores comuns
(STYER, 1993, p. 814).

4. RESULTADOS

Executou-se de forma limitada um conjunto de avaliagdes
sobre as aplicacGes PARI e a biblioteca GiNaC, de modo
a obter o desempenho relativo de cada um destes
programas. Essas avaliacoes foram efetuadas através de
um conjunto padrdo de testes, mais precisamente o
algoritmo de Styer, com os resultados obtidos, realizamos
uma anélise que nos permitiu uma comparagdo entre as
mesmas.

Tabela 1 — Comandos construidos.

n(b,x|

ab*=cd’+e(modx|

[s,r]

r=znorder(Mod(b,x)) e s=znorder(Mod(d,x))
for(m=0,s-1,for(n=0,r-1,if(a*Mod(b,x) m==c*Mod(d,x)"n+e,print([m,n])));

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Como descrito na seccao 2, determinou-se as
solugbes para a equagdo diofantina gb*=cd” +e para

valores de @<50
considerado pode ser determinado, de fato, as solugdes da

c<50 o [e|<1000 No método

< X=cd” +el | ~
equagao ab”=cd” +elmodp| = Note que se a equacdo
. . X _ gy . e
diofantina ab” =cd” +e  dada tem uma solucio inicial
(Xo’yo) entdo, para todo inteiro P>1 a equagdo

X_ 3y ( \ ~ .
ab”=cd” +e{modp| tem ao menos uma solucdo, pois,

temos que ab**=cd”" +e e P divide zero. Porém isto é
irrelevante, pois, executou-se o teste para O primeiro
passo do algoritmo de Styer, e a partir disso pode ser
testado todos os valores para X inteiro variando no
intervalo de 1 até ordem de » moédulo P e todo os
valores para Y inteiro variando no intervalo de 1 até
ordemde d modulo P .
Para realizacdo dos testes considerou-se a equagao:

7.5%=11.13"+32 (01)

Note que a Equacdo 01 cumpre que a<50 |

?S 5‘0 e [e[<1000 ¢ tem como solucdo particular
[2,1). Em uma andlise preliminar utilizando Styer
mostrou que o primo 3571 é uma escolha adequada para o
médulo, pois o mdc(5,3571/=mdc(13,3571|=1
utilizando 0 PARI obteve-se que

n(13,3571)=n1(5,3571/=1785 4 que implica pela

discussdo acima que o intervalo ser testado para M e n
é de 0 a 1784, portanto se aplicard os testes sobre a
equacdo:
7.5"=11.13"+32(mod 3571 (02)

Fazendo uma segunda andlise utilizando Styer
mostrou-se que o primo 4871 também é uma escolha
adequada para 0 médulo, pois 0
mdc|(5,4871)=mdc(13,4871|=1 4 wutilizando o PARI

obtemos  que n(13,3571)=m(5,3571/=2435 | que
implica pela discussdo acima que o intervalo ser testado
para M e n ¢é de 0 a 2434, neste caso se aplicara os
testes sobre a equacgdo:

7.5™=11.13"+32(mod 4871| (03)

Para equacdo 01 criou-se um algoritmo e este foi
implementado no GiNaC e PARI, entdo determinou-se, as
solucdes da equacdo moédulo um nimero primo qualquer.
Na Figura 1, temos o prompt inicial de comando do PARI
e o referido algoritmo.

Na Figura 2, temos a implementacdo feita na
biblioteca GiNaC para os valores da equagdo

7.5"=11.13"+32(modx| ¢ ¢ algoritmo descrito para a
linguagem da biblioteca.

Na Figura 3, temos a execucao e alguns valores da
saida da implementacao feita na biblioteca GiNaC para o
algoritmo descrito na Figura 2.

Figura 1 — Tela inicial do PARI.

WITHOUT ANY

Fonte: Elaborado pelo autor (2017).

Acta Kariri Pesq. e Des. Crato/CE, V.2, N.1, p.6-12, Dezembro — 2017 10



ANALISE COMPARATIVA DE SOFTWARES ALGEBRICOS PARA RESOLUCAO DE EQUACOES
DIOFANTINAS

Figura 2 — Implementacao na biblioteca GiNaC .

float
int wv1

cin >> w1

t numeric g
ex e,d;

(int i = 1; i 785; ++1i)

t numeric k=1i;
ynst numeric pl1 = pow(f,k);
= mod(7*mod({p1,v1),v1);
(int £t = 1; t =< 1

t numeric j=t;
t numeric p2 = pow(g,j);
mod(11+mod(p2,v1)+32,v1);

(]
{
cout

L
L

¢2 = clock();
tempo = (c2 - e1)*18088/CL
cout << tempo << endl;

a;

Fonte: Elaborado pelo autor (2017).

Figura 3 — Compilacao e Execucdo do codigo na biblioteca GiNaC .

[Bib] GiNaC]:~$

»>>g++ cod_gin.cpp -o cod_gin -1lecln -lginac
[Bib] GiNaC]:~$

>>./cod_gin

[8,888]
[18,1599]
[16,340]
[21,272]
[23,708]
[25,1592]
[26,1765]
[29,1667]
[30,52]
[31,1550]

Fonte: Elaborado pelo autor (2017).
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A fim de termos um grau de otimizacdo algébrica

fez-se também um teste de expansdo do seguinte
s (e P00
polinémio |X™Y

Inicialmente, os resultados encontrados pelo
algoritmo no PARI foram comparados com os resultados
encontrados pelo algoritmo na biblioteca GiNaC, com o
objetivo de validacao dos resultados do algoritmo. Os
tempos de execucdo também foram comparados. Em
seguida, os algoritmos PARI e GiNaC sdo comparados
quanto aos resultados e ao tempo de execugao.

Todos os experimentos deste trabalho foram
executados dez vezes e os resultados apresentados
correspondem a média dos tempos de execucdo, sendo
muito pequenos os valores dos desvios padrao.

A Tabela 2 mostra os resultados dos testes.

Tabela 2 — Os cédigos a seguir foram testados em um
computador Intel(R) Core(TM) i5, 1.80GHz, 6094 MB

em ambiente LINUX.
Funcao GiNaC PARI
| x+y P00 0,017 0,452
Mod|7+5%=11%13"+32,3571) 17,188 9,49
Mod|7%5*=11¥13+32,3733] 14704 83868

Fonte: Elaborada pelo autor.

5. CONCLUSAO

O estudo feito evidenciou a eficiéncia tanto do GiNaC
quanto do PARI sendo que este dltimo mostrou-se muito
mais eficiente para célculos elaborados, ou seja que
exigem estruturas mais complexas, e levando em conta
ser 0 PARI uma CAS, logo muito mais geral, contendo
assim muito mais recursos. Assim, ndo basta somente
verificar se o desempenho de uma ferramenta é melhor
que o da outra, mas também considerar a qualidade das

ferramentas avaliadas. Destaca-se, portanto, o grande
potencial do GiNaC e do PARI na exploragio e
levantamentos de informacOes sobre varios aspectos de
contorno dos problemas que envolvem equagdes
diofantinas que necessitam de maior capacidade de
processamento. Podemos concluir que apesar do GiNaC
ter sido concebido para fazer calculos algébricos mais
acoplados a linguagem C++, o PARI mostrou-se muito
mais rapido e ainda com a vantagem de ter uma maior
facilidade de uso e um conjunto muito grande de fungoes.
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